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摘 要 　提出一种自动地将任意闭合三角网格切开并保角映射到二维平面域的算法1 通过对自动提取的模型初始

切割线逐步优化得到模型切割线 ,优化过程由一个与保角映射扭曲度和合法性相关的成本函数控制1 为了减小映射

扭曲 ,算法中不预先固定参数域边界 ,而在参数化过程中自动地确定网格的自然边界1 实验结果表明 ,该算法通过优

化切割线和参数域边界有效地降低了三角形形状扭曲 ,并保证了参数化结果的合法性1

关键词 　网格切割 ;网格参数化 ;自然边界

中图法分类号 　TP391

OptimizedCuttin gandConformalMa ppingforClosedTrian gularMeshes

FuYan 　SongBencon g 　ZhouBin gfeng
( Institute of Com puter Science and Technology , Pekin g Universit y , Bei jin g 　100871 )

Abstract　　We proposeamethodtocutandma paclosedtrian gularmeshontoa2D planardomainauto 2
matically1 Theinitialcutiso ptimizediterativel ycontrolledb yacostfunctionrelatedtothedistortionand

validityofconformalma ppingofthemesh 1 Durin g parametrization,Ratherthanfixin gtheboundar yofthe

parametricdomaina prioriasmostcurrentmethodsdid,weallowtheboundar ytobe generatednaturall y1
Experimentalresultsshowthatoural gorithmreducesthe geometricdistortioneffectivel yandensurestheva 2
lidit yoftheconformalma pping1

Keywords 　meshse gmentation;mesh parameterization;naturalboundar y

　　在计算机图形学领域中所使用的很多模型都是

流形三角网格1 在诸如纹理映射、交互绘图、网格重

建等应用中为了方便处理 ,通常需要将原始网格转

换到平面中1 然而 ,一个任意的封闭网格模型不能

直接被参数化到平面域中 ,为了进行任意封闭网格

的平面参数化 ,通常需要先寻找合适的切线集将模

型切割成一个或若干个与圆盘同胚的区域1 在进行

参数化时 ,研究者通常致力于减小参数化引入的扭

曲1 给定一个面片 ,扭曲度由参数化方法的性质决

定1 为了将三角网格映射到平面中 ,仅仅将它切分

成与圆盘同胚的区域是不够的 ,复杂的面片还需要

通过优化切割线来减小网格参数化后的整体扭曲1
若网格上的切割线将模型切分成过多的区域 ,容易

导致各个参数域之间的不连续性 ,在应用中需要进

行特殊的处理 ;并且在映射回三维空间时可能会出

现明显的缝合痕迹 ,为了便于后续处理 ,应尽量减少

切割后所得面片的个数1
此外 ,参数域边界的选择也对整体扭曲有很大

的影响 ,很多平面参数化方法都要求参数域的边界

被预先固定 ,较常用的选择是正方形边界、圆形边界
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或凸多边形边界 ,在大部分情况下 ,这些选择都能满

足要求1 但是选择凸边形和圆的问题在于 ,当表面

S 的展开面与一个凸多边形或圆的形状并不相似

时 ,将产生很大的扭曲1 为了避免这种扭曲 ,研究者

提出可以建立一个“虚拟边界”[1] ,即在边界的周围

添加一些三角形从而构成一个具有较好边界的扩展

网格 ,之后再以凸多边形为边界进行参数化 ;更自然

的方法是采用自然边界 ,即在参数化时并不预先固

定边界点的位置 ,也不要求边界一定为凸 ,而是在参

数化的过程中产生一个自然边界 ,这样产生的扭曲

相对于固定边界参数化方法产生的扭曲通常会较

小[224]1
本文提出一种任意封闭三角网格的切割与保角

映射的算法 ,网格模型被切开后仅形成一个面片以

减少多区域参数化的不连续性和缝合的复杂性1 切

割所得的面片被保角映射到具有自然边界的参数域

中 ,以减小参数化带来的扭曲1

1 　相关工作

研究者已经提出了很多任意闭合网格的切分方

法1 Bennis 等[5] 通过不断地交互选择模型切割线 ,

迭代地将模型中与切割线相邻的面展开到平面中 ,

直到达到指定的扭曲率1 Sorkine 等[6] 方法与文献

[5] 方法的思想类似 ,但是定义了新的扭曲度量 ,而

且切割线可以在算法中通过加入模型展平停止条件

自动地产生 ;但这 2 种方法都可能将模型切分成多

个子面片1 Maillot 等[7] 根据模型的属性 (如法线和

曲率等信息) ,将具有相似属性的区域聚集成一块区

域 ,从而形成对整个模型的切割 ;然后再通过最小化

所定义的扭曲度量将每个区域展开到平面中1 但此

类方法往往不能保证切割后的面片具有良好的拓扑

结构1 Sander 等[8] 先用一个贪心法的面片合并算法

将模型切分成若干较平的区域 ,然后通过松弛法将

面片参数化到平面中 ;但这种方法产生的面片过多 ,

不利于后续处理1 为了降低参数化扭曲度 ,Shef 2
fer [4] 提出了一种网格切割方法 ,她认为扭曲度主要

依赖于表面的高斯曲率 ,因此可以在模型表面高斯

曲率较大的地方选择切点 ,并通过构造切点之间的

最小生成树得到切割线1
在参数化方面[9] ,很多研究者都假定模型已经

被切割开 ,仅研究如何将单个面片参数化到平面中 ,

使参数化引入的扭曲尽量小 ,或者研究如何将亏格

为零的模型参数化到球面[10] 1 Floater [11] 首先提出

了通过凸组合的重心坐标法可以将模型嵌入到平面

中的方法 ;但该方法要求参数域的边界被预先固定 ,

而且边界必须为凸多边形的 ,若边界选择不当 ,可能

引入较大的扭曲1 Eck 等[12] 采用的调和映射方法对

边界也有同样的要求1 Hormann 等[2] 提出的最等长

参数化方法虽然不需要预先固定边界 ,但需要通过

最小化一个非线性能量函数来得到映射结果 ,速度

较慢1 Sheffer 等[13] 定义了一系列仅与角度相关的

非线性限制条件以保证映射后的角度不变形 ,但该

算法最后可能会产生自折叠 ,需要进行一些后处理

以消除折叠 ,且算法速度较慢1 Desbrun 等[3] 提出了

可用的扭曲度量集合 ,并分别定义了离散保角映射

和χ能量以达到参数化保角和保积的目的 ,这 2 种

能量最小化方法最后都可以归结为解一组线性方

程 ,并可以被推广到自然边界的参数化1 Lévy 等[14]

基于对 Cauchy2Riemann 等式的最小平方逼近 ,定义

了一个目标函数以最小化角度扭曲 ,边界也可以在

最小化的过程中被自然地确定 ,该方法在理论上与

文献[3] 方法是等价的1 Gu等[15] 则基于模型参数化

引入的扭曲逐步地对切割线进行优化 ,并最终将模

型参数化到一个正方形中 ;但由于其必须强制参数

域边界为正方形边界 ,所以在实际展开结果与正方

形差距较大的情况下扭曲较大1 本文的思想与文献

[15] 类似 ,但是采用了不同的参数化方法将模型最

终参数化到一个平面中的自然区域 ,并定义了一个

新的成本函数以控制切线的优化和模型参数化结果

的合法性1

图 1 　α和β的定义

2 　具有自然边界的保角映射

Eck 等[12] 指出调和映射在保证平面嵌入的性

质下能试图保持原始网格三角形的形状 ,使角度扭

曲最小化1 在离散情况下 ,调和映射的最小化问题

可以转化为解如下线性方程组的问题 ,在边界点固

定的情况下 ,对于每个内部点有

∑
j ∈N i

(cot αij + cot βij)( vi - vj) = 0 (1)

其中αij和βij如图 1 所示1
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为了将拓扑结构与圆盘相同的网格参数化到自

然边界的平面域中 ,我们采用具有自然边界的保角

映射方法[3] ,通过解一个线性方程组来找到最优边

界1 文献 [3] 中证明了一个三角形的 Dirichlet 能量

对它其中的一个顶点 v 的导数等于该顶点对应的

边旋转 90°1 因此 ,对于网格中的每个点的邻域都有

∑
Δijk

cot α( u i - u j) + cot β( u i - uk) =

　∑
Δijk

R90 ( uk - u j) (2)

其中 ,α和β为顶点 k 和 j 所对应的角度 , R90 =

0 -1

1 0
1 对于内部顶点 ,等式右边为 0 ,与式 (1) 一

致 ,因此内部顶点依然为它周围顶点的凸组合 ,保证

了内部顶点 12邻域局部的合法性1 该方法不能保证

在任何时候都得到合法的平面嵌入 ,但是我们将通

过成本函数控制参数化过程以阻止不合法情况的

产生1
由于整个参数化过程可以归结为解一个线性方

程组 ,因此该算法速度较快1 在实现时 ,为了固定参

数域的位置和方向 ,需要先任意固定 2 个顶点 ,固定

的边界顶点位置不同将导致不同的参数化结果1

3 　成本函数定义

为了控制模型的切割与参数化过程 ,我们定义

了与模型切割和参数化过程相关的成本函数1 与每

个三角网格相关的成本函数定义为

C ( M ) = L ( M ) + P( M ) ;

其中 , C ( M ) 为由当前切线切割后所得模型被参数

化到平面之后的成本函数 , L ( M ) 用来衡量网格被

参数化到平面后所引入的扭曲度 , P ( M ) 用于保证

平面参数化的合法性1
定义 11 L ( M ) 1 参数化 f :R3 →R2相当于在参

数化前后的三角形之间建立仿射变换[2 ] ,网格中的

每个三维三角形到一个二维三角形的映射 f i (·) :

T i →t i 可以表示为 f ( x) = A ( x) + b1 若在 △T i 处

引入一个局部坐标系 ,则矩阵 A 为2 ×2 的 ,可对 A

进行奇异值分解

U T AV =
σ1 0

0 σ2
,

其中σ1 ≥σ2 ,即该仿射变换的扭曲可以通过其雅可

比矩阵的奇异值来近似衡量1 Sander 等[8 ]在此基础

上定义了用于纹理映射的几何拉伸度量1 这个度量

越小 ,可以认为纹理映射的效果越好1 该扭曲度量

可以被用作本文中的 L ( M )1

在除了纹理映射以外的一些其他应用中 ,如有

限元分析 ,扭曲度量仅需要考虑三角形形状的扭曲 ,

而忽略三角形大小尺度的变化1 在这种情况下 ,每

个三角形的形状扭曲的量度可以定义为

L ( T) =
σ1

σ2
,

即通过每个三角形在 2 个主方向上的拉伸和压缩比

来表征三角形的扭曲程度1 扭曲度越大 ,说明三角

形被扭曲得越厉害1 定义整个三角网格的扭曲度为

各 △T i 扭曲度量平方和的平均值

L ( M ) = ∑
T i ∈M

( L ( T i))
2Πn (3)

其中 n 为三角网格中三角形的数目1 当该扭曲度量

越接近 1 时 ,说明三角形的扭曲越小1
定义 21 P( M )1 本文采用的参数化方法仅对内

部点能保证其合法性 ,而计算所得的边界可能会重

叠 ,由此导致了三角形的重叠 ,如图 2 所示1 为了避

免产生不合法的平面嵌入 , 在成本函数中加入

P( M )1 每次参数化之后 ,检查平面参数化之后的结

果中是否有重叠情况出现 ,如果有重叠情况出现 ,则

P( M ) 的值为 + ∞;否则为 01 由于在合法嵌入的情

况下每个顶点仅仅为它周围邻点的加权线性组合 ,

且权值为正 ,因此它一定落在它的 12邻域的内部1
本文算法中 ,通过判断是否存在一个顶点落在其邻

域之外的三角形内部来判断是否发生了折叠现象 ,

若存在这种顶点 ,则说明有重叠情况出现1

图 2 　折叠情况示意图

根据定义 1 , 2 可知 ,当参数化结果出现不合法

的折叠时 ,优化过程将停止 ;否则 ,优化过程将一直

朝着使扭曲度减小的方向前进1

4 　算法流程

闭合三角网格切割与参数化的整个步骤如下 :

Step11 寻找初始切割线{ Cut 0}, 初始化成本函数 Cmin为

无穷大1
Step21 将切割线展开成一个环 ,并将环上距离最远的 2

个点分别固定在平面域中1
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Step31 利用式 (2) 将网格参数化到平面域中 ,计算此时

的成本函数 C1
Step41 如果 C ≤Cmin ,寻找参数域中扭曲最大的 △T ,

并在模型边集中搜索从当前切线到 T 中的一个顶点的最短

路径 ,将该段路径添加到切线集合中 ,得到新的切线集合

{ Cut new}, 转 Step2 ;否则 ,优化过程结束1

图 4 　模型切割和参数化结果示例

本文采用文献 [15 ]中寻找初始切割线的方法1
一个亏格为 g 的模型 ,最少用 2 g 个环可以将模型

切开成一个与圆盘拓扑结构相同的面片1 获得初始

切线之后 ,需要将切割线展开成一个环 ,将这个环作

为网格切开后的边界1 在这个环中 ,边界切线出现 1

次 ,其他切线各出现 2 次 ,即一条切线 l 将被拆分成

{ l , l′}1 例如 ,对于如图 3 所示的切线边集 ,展开后

的环为 (以节点顺序排列) a2b2c2b2d2e2f2e2g2e2d2h2d2
b2i2b2a 1 假定模型的法线方向都朝里或朝外 ,算法

的基本思想是对于每一个结点 (连接多于 2 条切线

的点) 都按一个固定方向 (顺时针或逆时针) 遍历与

之连接的切线顶点 ,并由此深入遍历子切线边集直

到到达端点 ,类似于树遍历中的深度优先法1 在寻

找当前切割线到这个三角形中某一个点的最短路径

时 ,需要以切割线上的每个点为起点都进行尝试 ,以

找到最短路径 ,且最短路径中的边仅限于三角网格

上的边1

图 3 　切割线展开示意图

5 　实验及结果分析

图 4 所示为本文算法对不同的闭合网格模型进

行切割再参数化之后得到的效果1 从图 4 可以看

出 ,本文算法较好地保持了原始模型的角度 ,而且保

证了参数化的合法性1 为了进一步验证保角映射的

效果 ,我们将一个棋盘格图像纹理映射到模型表面 ,

结果如图 4 c 所示 ,可以看出映射后的棋盘格角度变

化很小1 我们还实现了将网格模型参数化到正方形

域和圆形域的情况 ,结果如图 5 所示1 由于文献[ 4 ]

61 计算机辅助设计与图形学学报 2008 年
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算法也是通过对网格引入切割线来减小模型扭曲

的 ,因此我们也实现了文献[4 ]中提取网格切割线的

算法1 但是由于文献 [ 4 ]在参数化时采用了文献

[13 ]中的参数化方法 ,该方法速度较慢 (对于一个面

片数 380 的网格切片需要花费 108 s) ,而且不利于

比较参数化的结果 ,因此我们在实现时采用保角映

射方法对用文献[4 ]中获取的切割后的网格进行参

数化 ,并同样对图 4 中的模型进行了实验1 文献[ 4 ]

算法是基于角度近似的曲率来选择切割点的 ,其切

割点的选择结果不能对 CAD 模型 M 1 和 M 2 进行

正确的全局参数化1 用文献 [ 4 ]算法对模型 M 3 和

M 4 参数化后的结果进行纹理映射的效果如图4 d所

示1 可以看出 ,其纹理扭曲大于本文算法的结果1 图

6 所示为几个模型参数化的扭曲度数值的对比 ,可

以看出 ,本文算法的扭曲度 (式 (3)) 优于其他几种算

法的情况1 而且由式 (3) 可知 ,扭曲度越接近 1 ,说明

扭曲越小 ,而本文实验中的几个模型扭曲度都接近

于 11

图 5 　将模型参数化到不同参数域的扭曲度及纹理映射效果比较

图 6 　几个模型的扭曲度对比

　　本文算法的主要时间是耗费在网格的保角映射

计算上1 由于自然边界的保角映射问题可以归结为

一个线性方程组的求解 ,且每个顶点对应的方程中

的非零系数个数为该顶点的连通度 ,因此该方程组

所对应的矩阵是一个稀疏矩阵1 本文采用 GSP

( GRUSS parsePacka ge) 软件包以加速方程组求解

速度1 对于图 4 中所示的实验模型 ,各模型被切割

和参数化所用时间如表 1 所示 ,运行时间在一台

P Ⅳ218GHzCPU,512MB 内存的机器上测得1

表 1 　对图 4 中所示模型进行切割和参数化所需运行时间

模型 面片数 运行时间Πs

M 1 304 01141

M 2 512 11828

M 3 1 418 21281

M 4 1 960 31531

6 　结 　　论

为了将一个闭合三角网格模型参数化到二维平

面并同时降低参数化引入的角度扭曲 ,本文提出了

一种对闭合三角网格模型进行切割和保角映射的算

法1 模型被切割后形成完整的一片 ,使得网格模型

可以被全局参数化到二维参数域中 ,参数域的边界

根据模型的形状由算法自然选择 ;切割线通过对模

型的初始切线进行不断优化得到 ,优化过程主要由

一个与参数化的几何扭曲度和合法性相关的成本函

数来控制1 根据具体应用的不同 ,可以选择相应的

几何扭曲度量1 在每次优化循环中 ,都以模型的切

割线为边界将整个模型参数化到具有自然边界的参

数域中 ,并用参数化的结果引导模型切割线的优化1
该算法与固定边界的参数化相比 ,减小了参数化带

来的扭曲 ,保证了全局保角映射的合法性1 但是对

于复杂模型 ,要将整个物体切割开并展开到一个面

片中可能会带来较大的扭曲1
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