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 梯度法基本思想与缺陷: 搜索方向为负梯度方向(也即最

速下降方向), 若用精确线搜索方法, 新点梯度与旧点梯度正

交, 迭代点列所走路线是锯齿型, 收敛速度比较缓慢.  

 牛顿法基本思想与缺陷: 用迭代点处的一阶导数和二阶

导数对目标函数进行二次函数近似, 然后把二次函数的极小

点作为新的迭代点, 重复该过程, 直至求得满足解. 需要求解

目标函数Hesse矩阵, 且其需在每个迭代点处正定. 牛顿方向

𝒅𝑘 = −𝑮𝑘
−1𝒈𝑘 

 共轭梯度法: 是介于梯度法与牛顿法之间的一种无约束优

化算法, 具有Q-超线性收敛速度. 只用到目标函数及其梯度

值, 避免计算二阶导数(Hesse阵), 降低了计算量和存储量. 



线性共轭方向法 
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 线性共轭方向法基本思想: 在求解𝑛维正定二次目标函

数极小点时产生一组共轭方向作为搜索方向, 在精确线搜索

下算法至多迭代𝑛步即能求得极小点(二次终止性). 经过修正

后, 线性共轭方向法可推广求解一般非二次目标函数. 

 定义4.1 设𝑨 ∈ 𝑹𝑛×𝑛是对称正定矩阵, 若𝑛维向量组

𝒅1, 𝒅2⋯ ,𝒅𝑚(𝑚 ≤ 𝑛)满足 

𝒅𝑖
𝑇𝑨𝒅𝑗 = 0, 𝑖 ≠ 𝑗, 

则称𝒅1, 𝒅2⋯ ,𝒅𝑚是𝑨共轭的.  

 显然, 向量组的共轭是正交的推广, 即当𝑨 = 𝑰(单位阵)时, 共

轭变为正交. 
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 𝑨的共轭向量组的性质. 

 性质4.1 设𝑨 ∈ 𝑹𝑛×𝑛是对称正定矩阵, 若非零向量

组𝒅1, 𝒅2⋯ ,𝒅𝑚是𝑨共轭的, 则它们是线性无关的. 

 

 求解正定二次目标函数极小点的线性共轭方向法.  

min
𝒙∈𝑹𝑛
𝑓(𝒙) =

1

2
𝒙𝑇𝑨𝒙 − 𝒃𝑇𝒙 

𝑨为𝑛阶对称正定阵; 𝒃为𝑛维常向量. 
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 线性共轭方向法的收敛性 
min
𝒙∈𝑹𝑛
𝑓(𝒙) =

1

2
𝒙𝑇𝑨𝒙 − 𝒃𝑇𝒙 
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 线性共轭梯度法基本原理: 线性共轭方向法中取

𝒅0 = −𝒈0 

 此处, 以严格凸二次函数𝑓 𝒙 =
1

2
𝒙𝑇𝑨𝒙 − 𝒃𝑇𝒙为例, 来

说明线性共轭梯度法中共轭搜索方向𝒅𝑘的构建. 

修正负
梯度搜
索方向 

共轭
条件 

推广:𝛽𝑘−1 

=
𝑔𝑘
𝑇𝑔𝑘

𝑔𝑘−1
𝑇 𝑔𝑘−1

 

共轭性 
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 求解严格凸二次函数极小点的线性共轭梯度法:  

令
𝜕𝑓(𝑥𝑘+1)

𝜕𝛼𝑘
= 0 

min
𝒙∈𝑹𝑛
𝑓(𝒙) =

1

2
𝒙𝑇𝑨𝒙 − 𝒃𝑇𝒙 

经𝑚 ≤ 𝑛步迭
代后终止 

(二次终止性) 
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 程序详解:  

求解 

min
𝒙∈𝑹𝑛
𝑓(𝒙) =

1

2
𝒙𝑇𝑨𝒙 − 𝒃𝑇𝒙 
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 非线性共轭梯度法基本原理: 将线性共轭梯度法用于

求解无约束非线性极小化问题min
𝒙∈𝑹𝑛
𝑓(𝒙), 在每一迭代步利

用当前点处的最速下降方向与算法的前一个方向的线性

组合作为当前步的搜索方向, 且取𝒅0 = −𝒈0. 

 搜索方向𝒅𝑘+1 = −𝒈𝑘+1 + 𝛽𝑘𝒅𝑘, 参数𝛽𝑘有多种形式. 
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由上页公式 

𝛽𝑘 =
𝑔𝑘+1
𝑇 𝑔𝑘+1

𝑔𝑘
𝑇𝑔𝑘
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 非线性共轭梯度法收敛性(了解) 
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 牛顿法的优点: 不低于二阶的收敛速度 

 牛顿法的缺点: 要求目标函数的Hesse矩阵𝑮(𝒙)在每个迭

代点𝒙𝑘处是正定的, 否则难以保证牛顿方向𝒅𝑘 = −𝑮𝑘
−1𝒈𝑘

是𝑓在𝒙𝑘处的下降方向. 若𝑮𝑘奇异, 算法无法继续进行. 

 修正牛顿法: 引入阻尼因子𝜇𝑘 ≥ 0, 即在每一迭代步适当

选取参数𝜇𝑘使得矩阵𝑨𝑘 = 𝑮 𝒙𝑘 + 𝜇𝑘𝑰正定. 但修正系数𝜇𝑘
很难选取, 过大过小都会影响收敛速度. 牛顿法的每一迭代

步都需要计算Hesse矩阵, 对于大规模问题计算量惊人! 

 拟牛顿法的优点: 不需要计算目标函数的Hesse矩阵, 却在

某种意义下具有使用Hesse阵时的功效. (1950s, Davidon提出) 
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 拟牛顿法的基本思想: 在基本牛顿法的步骤2中用Hesse

矩阵的某个近似矩阵取代. 应具有下面三特点:  

 在某种意义下𝑩𝑘 ≈ 𝑮𝑘 , 使得算法产生的搜索方向近似于

牛顿方向, 保证较快收敛速度. 

 对所有𝑘, 𝑩𝑘是对称正定的, 使得算法产生的方向是函数𝑓

在𝒙𝑘处的下降方向. 

 矩阵𝑩𝑘更新规则相对简单, 通常采用一个秩1或秩2矩阵

进行校正. 

 秩: 矩阵的列秩和行秩总是相等, 都可称作矩阵A的秩, 矩阵

A的列秩是A的线性独立的纵列的极大数目.计算矩阵A的秩

的最容易的方式是高斯消去法, 其他方法包括: 基本高斯消

去(LU分解), 奇异值分解法(SVD), QR分解法 
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 拟牛顿法的对称秩1算法 



拟牛顿法 
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 拟牛顿法的对称秩1算法的推导 
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 拟牛顿法的对称秩1算法的推导 



拟牛顿法 
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 拟牛顿法的对称秩1算法的推导 
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 BFGS校正是目前最流行也是最有效的拟牛顿校正, 

是Broyden, Fletcher, Goldfarb和Shanno在1970年各

自独立提出的拟牛顿法, 故称BFGS算法. 

 BFGS算法基本思想: 令𝑩𝑘+1 = 𝑩𝑘 + 𝑬𝑘中的修正矩阵

𝑬𝑘为秩2矩阵 



拟牛顿法——BFGS算法 
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Armijo非精
确线搜索 



拟牛顿法——BFGS算法 
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 BFGS拟牛顿法的推导(略) 



最小二乘法 

24 

 最小二乘问题: 是一类特殊的无约束优化问题, 在

某种意义下可看作一个超定方程组(方程的个数远

多于未知变量的个数)问题.  

 基本思想: 由于超定方程组一般是无解的, 此时期

望得到的是其残量的最小范数解. 前人在牛顿法基

础上提出了多种有效的算法. 

 最小二乘问题来源于数据拟合问题, 它是一种基于

观测数据与模型数据之间的残差的平方和最小来

估计数学模型中的参数的方法. 



最小二乘法 

25 

 最小二乘问题的数学描述 

设某系统中输入数据𝑡与输出数据𝑦服从函数关系 

𝑦 = 𝑓(𝒙, 𝑡) 

为估计待定参数向量𝒙 ∈ 𝑹𝑛的值, 需经过多次试验取得

观测数据 𝑡1, 𝑦1 , 𝑡2, 𝑦2 , ⋯ , (𝑡𝑚, 𝑦𝑚) (通常𝑚 ≫ 𝑛) 

然后, 基于模型输出值和实际观测值的误差平方和 

𝑆 𝒙 = [𝑦𝑖 − 𝑓(𝒙, 𝑡𝑖)]
2

𝑚

𝑖=1

 

最小来求参数𝒙的值, 上述便是最小二乘问题. 



最小二乘法 

26 

 最小二乘问题的数学描述 

若引入残差函数𝑟𝑖 𝒙 = 𝑦𝑖 − 𝑓 𝒙, 𝑡𝑖 , 𝑖 = 1,2,⋯ ,𝑚, 记 

𝒓 𝒙 = (𝑟1 𝒙 , 𝑟2 𝒙 ,⋯ , 𝑟𝑚 𝒙 )
𝑇 

最小二乘问题可表示为 

min
𝒙∈𝑹𝑛
𝒓(𝒙) 2

2 

通常, 将上述模型等价写成 

min
𝒙∈𝑹𝑛

1

2
𝒓(𝒙) 2

2 

 如果残差函数𝒓(𝒙)关于𝒙是线性的, 则称之为线性最小二

乘问题, 也称为线性回归; 否则, 称之为非线性最小二乘

问题, 也称非线性回归. 



线性最小二乘问题 

27 

 定义 7.1 设𝑨 ∈ 𝑹𝑚×𝑛, 𝒃 ∈ 𝑹𝑚, 线性最小二乘问题为 

min
𝒙∈𝑹𝑛

1

2
𝒃 − 𝑨𝒙 2

2 
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 定理 7.1 𝒙𝐿𝑆是最小二乘问题min
𝒙∈𝑹𝑛

1

2
𝒃 − 𝑨𝒙 2

2的极

小解的充分必要条件是𝒙𝐿𝑆为方程组 

𝑨𝑇𝑨𝒙 = 𝑨𝑇𝒃 

的解,该方程也称为最小二乘问题的法方程. 
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 线性最小二乘问题方程组中的𝑨 ∈ 𝑹𝑚×𝑛(𝑚 ≥ 𝑛)为

列满秩矩阵, 称为满秩线性最小二乘问题, 此时𝑨𝑇𝑨为

对称正定矩阵, 故法方程𝑨𝑇𝑨𝒙 = 𝑨𝑇𝒃存在唯一解. 法

方程可用Cholesky方法求解. 
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Cholesky
分解 

求解线性
方程组 



满秩线性最小二乘问题 

31 

 求解满秩线性最小二乘问题更常用方法是QR分解法.  

求解上
三角形
方程组 
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 QR分解法原理  
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 广义逆的定义 
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 广义逆的计算 
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 亏秩线性最小二乘问题求解 



亏秩线性最小二乘问题 
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 亏秩线性最小二乘问题实例 
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 非线性最小二乘问题是求向量𝒙 ∈ 𝑹𝑛, 使得 𝑭(𝒙) 2

最小, 其中𝑭:𝑹𝑛 → 𝑹𝑚是连续可微函数.  



非线性最小二乘问题 
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 也即:  

利用牛顿型迭代算法, 可得非线性最小二乘问题的迭代算法:  

其中𝑺(𝒙)的计算量较大, 忽略该项, 可得Gauss-Newton迭代算法: 

Gauss-Newton算

法缺点: 要求矩

阵𝑱𝑘列满秩 
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 等式约束问题的最优性条件 

 不等式约束问题的最优性条件 

 一般约束问题的最优性条件 

 鞍点和对偶问题 



等式约束问题的最优性条件 

40 

 讨论下列等式约束问题的最优性条件 

求其拉格朗日函数: 

下面的拉格朗日定理给出了该等式约束问题取极小值的

一阶必要条件, 也即KKT条件 



等式约束问题的最优性条件 
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 等式约束问题的一阶必要条件 



等式约束问题的最优性条件 
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 等式约束问题的二阶充分条件(目标函数和约束函数都

是二阶连续可微) 

类似二阶导数
大于0/凸函数
定义的原理 
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 讨论下列不等式约束问题的最优性条件 



不等式约束问题的最优性条件 
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 不等式约束问题的一阶必要条件 

拉格朗日
函数的一
阶导数为0 



一般约束问题的最优性条件 
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 讨论下列一般约束问题的最优性条件 



一般约束问题的最优性条件 
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 一般约束问题的KKT一阶必要条件 



一般约束问题的最优性条件 
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 一般约束问题的二阶充分条件 
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 一般约束优化问题 



约束优化问题的鞍点和对偶 
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 约束优化问题的对偶问题. 
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 线性规划问题的标准形式: 

令: 



线性规划问题 
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 线性规划问题的标准型: 

 任何线性规划问题均可化为标准型 

约定𝑨是行满秩 
约定𝒃是非负向量 



线性规划问题 
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 凸集的顶点(极点)和极方向 顶点:具备相
似几何意义 

类似区域
边界方向 



线性规划问题 
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 线性规划问题的可行域和方向 



线性规划问题 
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 线性规划可行域的表示定理 



线性规划问题 

55 

 线性规划问题的基 
最多可能
有𝐶𝑛
𝑚组基 



线性规划问题 

56 

 线性规划问题的基 



线性规划问题 
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 线性规划问题的基可行解 



线性规划问题 
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 线性规划理论的基本定理 

线性规划的最优解
必可在可行域的顶

点达到 
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 单纯形法基本原理: 线性规划问题若有最优解, 则必有

最优基可行解. 基可行解只有有限个, 故求解线性规划问题

只需要求出基可行解中使目标函数数值最小者. 

 单纯形法基本思想: 从一个基可行解出发, 若该基可行

解不是问题的最优解, 则按某种法则寻找另一个基可行解, 

如此下去, 直到求得问题的一个最优基可行解. 



线性规划问题——单纯形算法 
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 单纯形法实例讲解: 



线性规划问题——单纯形算法 
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 单纯形法实例讲解: 



线性规划问题——单纯形算法 
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 单纯形法实例讲解: 



线性规划问题——单纯形算法 
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 单纯形法实例讲解: 

寻找一个新的基可行解, 使𝒙𝟏或𝒙𝟐取正值. 将上一步中的非基变
量 𝒙𝟏或𝒙𝟐(换入变量)取代原来的基变量𝒙𝟑, 𝒙𝟒或𝒙𝟓(换出变量) 

确定换出变量的原则是使得新的基解可行, 即满足非负性条件. 

若取𝒙𝟐作为换入变量, 𝒙𝟏仍然是非基变量, 取值为0 

取𝑥4换出, 可以保
证其他都为非负性 



线性规划问题——单纯形算法 
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 单纯形法实例讲解: 

新的基变量𝒙𝟑, 𝒙𝟐, 𝒙𝟓 



线性规划问题——单纯形算法 
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 单纯形法实例讲解: 

代入消减, 调整形式, 让基变量位于方程组左边 

用非基变量
来描述 



线性规划问题——单纯形算法 
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 单纯形法实例讲解: 

令𝒙𝟏成为换入变量取代原来的基变量𝒙𝟑, 𝒙𝟐或𝒙𝟓 

故换出变量为𝒙𝟑 

7

3
 



线性规划问题——单纯形算法 
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 单纯形法实例讲解: 

换出变量为𝒙𝟑, 调整形式 
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 单纯形法实例讲解: 

同理,换出变量为𝒙𝟓, 调整形式 
系数均为正 
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每个元素
都大于0 
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 线性规划实战: 

用Matlab优化工具箱的函数linprog求解下列线性规划模型 
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 线性规划实战: 

套截更省材料, 几种可能的方案如下:  
设按方案ABCDE下料的原材料数分别为
𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 可得下列线性规划模型:  
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 线性规划实战: 

Matlab求解代码: 
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 二次规划的目标函数是二次实函数, 约束函数都是

线性函数 

 介绍求解等式约束凸二次规划的零空间方法和拉

格朗日乘子法(略) 
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 零空间方法 
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 零空间方法 
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 零空间方法 
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