


课程纲要 

 最优化理论数学基础复习 

 线搜索方法 

 梯度法和牛顿法 

 共轭梯度法 

 拟牛顿法 

 最小二乘法 

 最优性条件(*) 

 线性规划 

 二次规划  

2 



课程纲要 

 最优化理论数学基础复习 

 线搜索方法 

 梯度法和牛顿法 

 共轭梯度法 

 拟牛顿法 

 最小二乘法 

 最优性条件(*) 

 线性规划 

 二次规划  

3 



最优化理论数学基础 

 最优化问题就是求一个多元函数在某个给定集合上的

极值问题, 几乎所有类型的最优化问题都可以描述如下: 

min𝑓(𝒙) , 

s. t.  𝒙 ∈ Ω 

其中: Ω为某个给定的集合, 称为可行集或可行域; 

𝑓(𝑥)为定义在集合Ω上连续可微的多元实值函数, 称为

目标函数; 𝒙 = (𝑥1, 𝑥2⋯ , 𝑥𝑛)
𝑇为决策变量; s.t. 为

subject to (受限于)的缩写. 

对于极大化问题, 在目标函数前添加负号可以转化为极

小化问题. 因此, 只需考虑目标函数极小化问题. 
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最优化理论数学基础 

 最优化问题: 

min𝑓(𝒙) , 

s. t.  𝒙 ∈ Ω 

可行域Ω一般常用等式和不等式来描述 

Ω = {𝒙 ∈ 𝑅𝑛|𝑐𝑖 𝒙 = 0, 𝑖 ∈ ℰ; 𝑐𝑖 𝒙 ≥ 0, 𝑖 ∈ ℐ} 

其中𝑐𝑖 𝒙  (𝑖 ∈ ℰ ∪ ℐ)为定义在𝑹𝑛上连续可微的多元实

值函数, 称为约束函数. 

等式约束: 𝑐𝑖 𝒙 = 0, 𝑖 ∈ ℰ;  ℰ为等式约束指标集; 

不等式约束: 𝑐𝑖 𝒙 ≥ 0, 𝑖 ∈ ℐ;  ℐ为不等式约束指标集 
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最优化理论数学基础 

 最优化问题: 

min𝑓(𝒙) , 

s. t.  𝒙 ∈ Ω 

Ω = {𝒙 ∈ 𝑅𝑛|𝑐𝑖 𝒙 = 0, 𝑖 ∈ ℰ; 𝑐𝑖 𝒙 ≥ 0, 𝑖 ∈ ℐ} 

 

无约束优化问题: ℰ ∪ ℐ = ∅, 否则为约束优化问题 

等式约束优化问题: ℰ ≠ ∅且ℐ = ∅ 

不等式约束优化问题: ℐ ≠ ∅且ℰ = ∅ 

线性规划问题: 目标函数和约束函数都是线性函数 

二次规划问题:目标函数二次, 而约束函数是线性 
6 



向量和矩阵范数 

 在𝑛维实向量空间𝑹𝑛中定义向量的范数 

 向量𝒙 ∈ 𝑹𝑛的范数 ∙ 是一个非负数, 须满足以下条件: 

① 𝒙 ≥ 0, 𝒙 = 0 ⟺ 𝒙 = 𝟎 

② 𝛼𝒙 = 𝛼 𝒙 ,  ∀𝛼 ∈ 𝑹 

③ 𝒙 + 𝒚 ≤ 𝒙 + 𝒚  

 𝑝-范数: 𝒙 𝑝 =  𝑥𝑖
𝑝𝑛

𝑖=1

1

𝑝, 𝑝 ≥ 1 

 1-范数: 𝒙 1 =  𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1  

 2-范数: 𝒙 𝟐 =  𝑥𝑖
2𝑛

𝑖=1

1

2 

 ∞-范数: 𝒙 ∞ = max
1≤𝑖≤𝑛
𝑥𝑖  7 



向量和矩阵范数 
 按照向量范数的定义引入矩阵𝑨 ∈ 𝑹𝑚×𝑛的矩阵范数 

 矩阵范数 ∙ 还需满足乘法性质: 

𝑨𝑩 ≤ 𝑨 𝑩 , ∀𝑨 ∈ 𝑹𝑚×𝑛, 𝑩 ∈ 𝑹𝑛×𝑞 

 称矩阵范数 ∙ 𝜇与向量范数 ∙ 是相容的, 当 

𝑨𝒙 ≤ 𝑨 𝝁 𝒙 , ∀𝑨 ∈ 𝑹𝑚×𝑛, 𝒙 ∈ 𝑹𝑛 

 若存在𝒙 ≠ 𝟎使得 

𝑨 𝝁 = max
𝒙≠𝟎

𝑨𝒙

𝒙
= max
𝒙 =𝟏
𝑨𝒙  

称矩阵范数 ∙ 𝜇是由向量范数 ∙ 诱导出来的算子范数, 

也称为从属于向量范数 ∙ 的矩阵范数. 此时, 向量范数

和算子范数通常采用相同的符号 ∙ . 8 



向量和矩阵范数 

 显然, 从属于向量范数 𝒙 1, 𝒙 2, 𝒙 ∞的矩阵范数为: 

𝑨 1 = max
1≤𝑗≤𝑛
 𝑎𝑖𝑗

𝑚

𝑖=1

 

𝑨 𝟐 = 𝑚𝑎𝑥 𝜆|𝜆 ∈ 𝜆(𝑨
𝑇𝑨)  

𝑨 ∞ = max
1≤𝑖≤𝑚
 𝑎𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

 

分别称为列和范数, 谱范数, 行和范数. 

注: 𝜆(𝑨𝑇𝑨)表示𝑨𝑇𝑨的特征值 
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向量和矩阵范数 

 F-范数: 

𝑨 𝐹 =   𝑎𝑖𝑗
2

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

1/2

= 𝑡𝑟(𝑨𝑇𝑨) 

例如:  

𝑨 =
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

⇒ 𝑨𝑇 =
𝑎11 𝑎21
𝑎12 𝑎22

 

𝑨𝑇𝑨 =
𝑎11
2 + 𝑎21

2 𝑎11𝑎12 + 𝑎21𝑎22
𝑎11𝑎12 + 𝑎21𝑎22 𝑎12

2 + 𝑎22
2  

 𝑡𝑟 𝑨𝑇𝑨 = 𝑎11
2 + 𝑎12

2 + 𝑎21
2 + 𝑎22

2  

谱范数和F-范数常用来讨论各种迭代算法的收敛性. 10 



向量序列与矩阵序列的收敛性 

 若向量序列 𝒙(𝑘)
𝑘=1

∞
⊂ 𝑹𝑛, 则: 

lim
𝑘→∞
𝒙(𝑘) = 𝒙 ⇔ lim

𝑘→∞
𝑥𝑖
(𝑘)
= 𝑥𝑖  

 类似, 若矩阵序列 𝑨(𝑘)
𝑘=1

∞
⊂ 𝑹𝑚×𝑛, 则: 

lim
𝑘→∞
𝑨(𝑘) = 𝑨 ⇔ lim

𝑘→∞
𝑎𝑖𝑗
(𝑘)
= 𝑎𝑖𝑗  
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向量序列与矩阵序列的收敛性 
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多元函数分析 

 主要介绍三个概念 

 𝑛元函数的一阶导数 

 𝑛元函数的二阶导数 

 𝑛元函数的泰勒展开式 
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多元函数分析 

定义1.1 𝒙 = (𝑥1, 𝑥2⋯ , 𝑥𝑛)
𝑇∈ 𝑹𝑛. 称向量

𝛻𝑓 𝒙 =
𝜕𝑓(𝒙)

𝜕𝑥1
,
𝜕𝑓(𝒙)

𝜕𝑥2
, ⋯ ,
𝜕𝑓(𝒙)

𝜕𝑥𝑛

𝑇
为𝑓(𝒙)在𝒙处

的一阶导数或梯度. 称下列矩阵为𝑓(𝒙)在𝒙处

的二阶导数或Hesse阵 
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𝛻2𝑓 𝒙 =

𝜕2𝑓(𝒙)

𝜕𝑥1
2

𝜕2𝑓(𝒙)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
𝜕2𝑓(𝒙)

𝜕𝑥2𝜕𝑥1

𝜕2𝑓(𝒙)

𝜕𝑥2
2

⋯
𝜕2𝑓(𝒙)

𝜕𝑥1𝜕𝑥𝑛

⋯
𝜕2𝑓(𝒙)

𝜕𝑥2𝜕𝑥𝑛
⋮ ⋮
𝜕2𝑓(𝒙)

𝜕𝑥𝑛𝜕𝑥1

𝜕2𝑓(𝒙)

𝜕𝑥𝑛𝜕𝑥2

⋱ ⋮

…
𝜕2𝑓(𝒙)

𝜕𝑥𝑛
2

 



多元函数分析 

 若梯度𝛻𝑓(𝒙)的每个分量函数在𝒙处都连续, 则

称𝑓在𝒙处一阶连续可微.  

 若Hesse阵𝛻2𝑓(𝒙)的各个分量函数在𝒙处都连

续, 则称𝑓在𝒙处二阶连续可微.  

 若𝑓在开集𝒟的每一点都一阶连续可微, 则称𝒇

在𝓓上一阶连续可微.  

 若𝑓在开集𝒟的每一点都二阶连续可微, 则称𝒇

在𝓓上二阶连续可微. 

15 



多元函数分析 

 显然, 若𝑓在𝒙处二阶连续可微, 则 

𝜕2𝑓(𝒙)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
=
𝜕2𝑓(𝒙)

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑖
, 𝑖, 𝑗 = 1,2,⋯ , 𝑛 

即Hesse阵𝛻2𝑓(𝒙)是对称阵. 
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𝛻2𝑓 𝒙 =

𝜕2𝑓(𝒙)

𝜕𝑥1
2

𝜕2𝑓(𝒙)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
𝜕2𝑓(𝒙)

𝜕𝑥2𝜕𝑥1

𝜕2𝑓(𝒙)

𝜕𝑥2
2

⋯
𝜕2𝑓(𝒙)

𝜕𝑥1𝜕𝑥𝑛

⋯
𝜕2𝑓(𝒙)

𝜕𝑥2𝜕𝑥𝑛
⋮ ⋮
𝜕2𝑓(𝒙)
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𝜕2𝑓(𝒙)

𝜕𝑥𝑛𝜕𝑥2

⋱ ⋮

…
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𝜕𝑥𝑛
2

 



多元函数分析 

泰勒展开: 设函数𝑓: 𝑹𝑛 → 𝑹 连续可微, 则 

𝑓 𝒙 + 𝒉 = 𝑓 𝒙 + 𝛻𝑓(𝒙 + 𝑡𝒉)𝑇𝒉𝑑𝑡
1

0

= 𝑓 𝒙 + 𝛻𝑓(𝒙 + 𝜃𝒉)𝑇𝒉  𝜃 ∈ 0,1

= 𝑓 𝒙 + 𝛻𝑓(𝒙)𝑇𝒉 + 𝑜( 𝒉 ) 

𝑜( ℎ )是泰勒展开的余项, 是一个一价无穷小 
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泰勒公式是一个用函数在某点的信息描述其附近取值的公式。如果函数足够平滑
的话，在已知函数在某一点的各阶导数值的情况之下，泰勒公式可以用这些导数
值做系数构建一个多项式来近似函数在这一点的邻域中的值。 



多元函数分析 

泰勒展开: 设函数𝑓: 𝑹𝑛 → 𝑹 连续可微, 则 

𝑓 𝒙 + 𝒉 = 𝑓 𝒙 + 𝛻𝑓(𝒙)𝑇𝒉 + 𝑜( 𝒉 ) 

若函数f是二次连续可微的, 则有 

𝑓 𝒙 + 𝒉 = 𝑓 𝒙 + 𝛻𝑓(𝒙)𝑇𝒉 + (1 − 𝑡)𝒉𝑇𝛻2𝑓(𝒙 + 𝑡𝒉)𝒉𝑑𝑡
1

0

= 𝑓 𝒙 + 𝛻𝑓(𝒙)𝑇𝒉 +
1

2
𝒉𝑇𝛻2𝑓 𝒙 + 𝜃𝒉 𝒉 𝜃 ∈ 0,1

= 𝑓 𝒙 + 𝛻𝑓(𝒙)𝑇𝒉 +
1

2
𝒉𝑇𝛻2𝑓 𝒙 𝒉 + 𝑜( 𝒉 2) 
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多元函数分析 

泰勒展开: 设函数𝑓: 𝑹𝑛 → 𝑹 连续可微, 则 

𝑓 𝒙 + 𝒉 = 𝑓 𝒙 + 𝛻𝑓(𝒙)𝑇𝒉 + 𝑜( 𝒉 ) 

若函数f是二次连续可微的, 则有 

𝑓 𝒙 + 𝒉 = 𝑓 𝒙 + 𝛻𝑓(𝒙)𝑇𝒉 +
1

2
𝒉𝑇𝛻2𝑓 𝒙 𝒉 + 𝑜( 𝒉 2) 

以及 

𝛻𝑓 𝒙 + 𝒉 = 𝛻𝑓 𝒙 +  𝛻2𝑓(𝒙 + 𝑡𝒉)𝑇𝒉𝑑𝑡
1

0

= 𝛻𝑓 𝒙 + 𝛻2𝑓(𝒙 + 𝜃𝒉)𝑇𝒉  𝜃 ∈ 0,1

= 𝛻𝑓 𝒙 + 𝛻2𝑓(𝒙)𝑇𝒉 + 𝑜( 𝒉 ) 
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多元函数分析 

 例1.1: 设二次函数 

𝑓 𝒙 =
1

2
𝒙𝑇𝑨𝒙 − 𝒃𝑇𝒙 

式中: 𝒃 ∈ 𝑹𝑛且𝑨 ∈ 𝑹𝑛×𝑛是对称阵.  求𝑓 𝒙 在𝒙处

的梯度和Hesse阵. 

 

 解: 显然𝛻𝑓 𝒙 = 𝑨𝒙 − 𝒃, 𝛻2𝑓 𝒙 = 𝑨  
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例: 𝑨 =
𝒂𝟏 𝒂𝟐
𝒂𝟐 𝒂𝟑

 
对称阵条件实际中通常满
足，如:  距离矩阵等 



多元函数分析 

 向量值函数 

𝑭 𝒙 = (𝐹1 𝒙 , 𝐹2 𝒙 ,⋯ , 𝐹𝑚 𝒙 )
𝑇:  𝑹𝑛 → 𝑹𝑚 

 若每个分量函数𝐹𝑖都是(连续)可微的, 则称𝑭是

(连续)可微的.  

 向量值函数𝑭在𝒙处的导数𝑭′ ∈ 𝑹𝑚×𝑛称为它在𝒙

处的Jacobi矩阵,记为𝑭′(𝒙)或𝑱𝑭(𝒙), 其转置称为

梯度矩阵𝛻𝑭 𝒙 = 𝑱𝑭(𝒙)
𝑇: 
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多元函数分析 

 同理: 若向量值函数𝑭: 𝑹𝑛 → 𝑹𝑚是连续可微的, 

则对于任意的𝒙, 𝒉 ∈ 𝑹𝑛, 有: 

𝑭 𝒙 + 𝒉 = 𝑭 𝒙 + 𝑭′(𝒙)𝒉 + 𝑜( 𝒉 ) 
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凸集与凸函数 

 介绍凸集、锥和凸函数的有关概念 

定义1.3 设集合𝒟 ⊂ 𝑹𝑛. 称集合𝒟为凸集, 是指

对任意的𝒙, 𝒚 ∈ 𝒟及任意的实数λ ∈ [0, 1], 都有

𝜆𝒙 + 1 − 𝜆 𝒚 ∈ 𝒟.  

23 凸集 非凸 



凸集与凸函数 

性质1.1 设𝒟,𝒟1, 𝒟2是凸集, 𝛼是一实数, 那么 

(1) 𝛼𝒟 ≔ {𝒚|𝒚 = 𝛼𝒙, 𝒙 ∈ 𝒟}是凸集 

(2) 交集𝒟1 ∩ 𝒟2是凸集 

(3) 和集𝒟1 +𝒟2 ≔ {𝒛|𝒛 = 𝒙 + 𝒚, 𝒙 ∈ 𝒟1, 𝒚 ∈ 𝒟2}是凸集 

例1.3 𝑛维欧几里得空间中的𝑚个点的凸组合是

一个凸集, 即集合 

𝑥 = 𝛼𝑖𝑥𝑖

𝑚

𝑖=1

|𝑥𝑖 ∈ 𝑅
𝑛, 𝛼𝑖 ≥ 0, 𝛼𝑖

𝑚

𝑖=1

= 1  

是凸集 

24 



凸集与凸函数 

定义1.4 集合𝒟 ⊂ 𝑹𝑛的凸包(convex hull)是指所

有包含𝒟的凸集的交集, 记为 

𝑐𝑜𝑛𝑣 𝒟 ≔  𝒢

𝒢⊇𝒟

 

式中: 𝒢为凸集 
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凸集与凸函数 

定义1.5 设非空集合𝒢 ⊂ 𝑹𝑛. 若对任意的𝒙 ∈ 𝒢

和任意的实数𝜆 > 0, 有λ𝒙 ∈ 𝒢, 则称𝒢为一个锥

(cone). 若𝒢同时也是凸集, 则称𝒢为一个凸锥

(convex cone). 此外, 对于锥𝒢, 若𝟎 ∈ 𝒢, 则称𝒢为

一个尖锥(pointed cone). 相应地, 包含𝟎的凸锥成

为尖凸锥.  

 

26 

例1.6 多面体{𝒙 ∈ 𝑹𝑛|𝑨𝒙 ≥ 𝟎}是

一个尖凸锥, 通常称为多面锥  

 



凸集与凸函数 
 定义凸集上的凸函数 

定义1.6 设函数𝑓:  𝒟 ⊂ 𝑹𝑛 → 𝑹, 其中𝒟为凸集. 

(1) 称𝑓是𝒟上的凸函数, 是指对任意的𝒙, 𝒚 ∈ 𝒟及任意的实数

λ ∈ [0,1], 都有 

𝑓 𝜆𝒙 + 1 − 𝜆 𝒚 ≤ 𝜆𝑓 𝒙 + 1 − 𝜆 𝑓(𝒚) 

(2) 称𝑓是𝒟上的严格凸函数, 是指对任意的𝒙, 𝒚 ∈ 𝒟及任意的实数

λ ∈ (0,1), 都有 

𝑓 𝜆𝒙 + 1 − 𝜆 𝒚 < 𝜆𝑓 𝒙 + 1 − 𝜆 𝑓(𝒚) 

(3) 称𝑓是𝒟上的一致凸函数, 是指存在常数𝛾 > 0, 使对任意的

𝒙, 𝒚 ∈ 𝒟及任意的实数λ ∈ [0,1], 都有 

𝑓 𝜆𝒙 + 1 − 𝜆 𝒚 +
1

2
𝜆(1 − 𝜆)𝛾 𝒙 − 𝒚 2 ≤ 𝜆𝑓 𝒙 + 1 − 𝜆 𝑓(𝒚) 
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凸集与凸函数 
 定义凸集上的凸函数 

性质1.2 设𝑓, 𝑓1, 𝑓2都是凸集𝒟上的凸函数, 𝑐1, 𝑐2 ∈ 𝑹+ , 

𝛼 ∈ 𝑹, 则有 

(1) 𝑐1𝑓1 𝒙 + 𝑐2𝑓2 𝒙 也是𝒟上的凸函数; 

(2) 水平集ℒ 𝑓, 𝛼 = {𝒙|𝒙 ∈ 𝒟, 𝑓(𝒙) ≤ 𝛼}是凸集. 

 

 凸集和凸函数在传统优化理论中起着举足轻重的作用, 但是

用凸函数的定义来判断一个函数是否具有凸性相当困难.  

 如果函数是一阶或二阶连续可微的, 那么利用函数的梯度或

Hesse矩阵来判别或验证函数的凸性要相对容易.  

28 



函数的凸性 
   
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凸函数 

非凸函数 



函数的凸性 
 在一元函数中,  若𝑓(𝑥)在区间(𝑎, 𝑏)上二阶可微且

𝒇′′(𝒙) ≥ 𝟎(> 𝟎), 则𝑓(𝑥)在(𝑎, 𝑏)内凸(严格凸).  

 对于二阶连续可微的多元函数𝑓 ∶  𝒟 ⊂ 𝑹𝑛 → 𝑹, 也

可以由其二阶导数(Hesse矩阵)给出凸性的一个近乎

完整的表述. 

  

30 



函数的凸性 
 在一元函数中,  若𝑓(𝑥)在区间(𝑎, 𝑏)上二阶可微且

𝒇′′(𝒙) ≥ 𝟎(> 𝟎), 则𝑓(𝑥)在(𝑎, 𝑏)内凸(严格凸).  

 推广到多元函数 

定理1.5 设𝑛元实函数𝑓在凸集𝒟 ⊂ 𝑹𝑛上二阶连续可

微, 则: 

(1) 𝑓在𝒟上为凸函数的充要条件是𝛻2𝑓(𝑥)对一切𝑥 ∈ 𝒟为半正定; 

(2) 𝑓在𝒟上为严格凸函数的充分条件是𝛻2𝑓(𝑥)对一切𝑥 ∈ 𝒟为正定; 

(3) 𝑓在𝒟上为一致凸函数的充要条件是𝛻2𝑓(𝑥)对一切𝑥 ∈ 𝒟为一致

正定. 
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无约束问题的最优性条件 
 讨论无约束优化问题 

min
𝒙∈𝑹𝑛
𝑓(𝒙) 

的最优性条件 

 一阶必要条件 

 二阶必要条件 

 二阶充分条件 

 凸函数全局极小点的充要条件 

32 



无约束问题的最优性条件 
   

33 

   



无约束问题的最优性条件 
 一般讨论的求极小点的方法都是指局部极小点. 

 为了表述的方便, 引入下列记号:  

𝒈 𝒙 = 𝛻𝑓 𝒙 ,𝒈𝑘 = 𝛻𝑓 𝒙𝑘  

𝑮 𝒙 = 𝛻2𝑓 𝒙 , 𝑮𝑘 = 𝛻
2𝑓 𝒙𝑘  

34 



无约束问题的最优性条件 
定理1.6 (一阶必要条件) 设𝑓(𝒙)在开集𝒟上一阶

连续可微. 若𝒙∗ ∈ 𝒟是问题min
𝒙∈𝑹𝑛
𝑓(𝒙)的一个局部极

小点, 则必有𝒈 𝒙∗ = 0. 
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无约束问题的最优性条件 
定理1.7 (二阶必要条件) 设𝑓(𝒙)在开集𝒟上二 阶

连续可微. 若𝒙∗ ∈ 𝒟是问题min
𝒙∈𝑹𝑛
𝑓(𝒙)的一个局部极

小点, 则必有𝒈 𝒙∗ = 0且𝑮 𝒙∗ 是半正定矩阵. 
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无约束问题的最优性条件 
定理1.8 (二阶充分条件) 设𝑓(𝒙)在开集𝒟上二 阶连

续可微. 若𝒙∗ ∈ 𝒟满足条件𝒈 𝒙∗ = 0且𝑮 𝒙∗ 是正定

矩阵, 则𝒙∗是问题min
𝒙∈𝑹𝑛
𝑓(𝒙)的一个局部极小点. 

 

 目标函数的稳定点(驻点, 一阶导数为0)不一定是极小点.  

 但是, 目标函数是凸函数的无约束优化问题, 其稳定

点、局部极小点和全局极小点等价. 
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无约束问题的最优性条件 
定理1.9 设𝑓(𝒙)在𝑅𝑛上是凸函数并且一 阶连续可

微. 则𝒙∗ ∈ 𝑅𝑛是问题min
𝒙∈𝑹𝑛
𝑓(𝒙)的全局极小点的充要

条件是𝒈 𝒙∗ = 0. 
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无约束优化问题的数值优化方法 
 在数值优化中, 一般采用迭代法求解无约束优化问

题的极小点. 

 基本思路如下: 

 给定一初始点𝑥0; 

 按照某迭代规则产生一迭代序列{𝒙𝑘}, 使该序列是有限的, 

则最后一个点就是极小点; 

 若序列{𝒙𝑘}是无限的, 它有极限点且该点即为极小点. 

 迭代细节: 

 𝒙𝑘为第𝑘次迭代点, 𝒅𝑘为第𝑘次搜索方向, 𝛼𝑘为第𝑘次步长

因子, 则可得第𝑘 + 1次迭代点𝒙𝑘+1 = 𝒙𝑘 + 𝛼𝑘𝒅𝑘. 
39 



无约束优化问题的数值优化方法 
无约束优化问题的一般算法框架 

40 

 称上述算法中的𝒔𝑘 = 𝛼𝑘𝒅𝑘为第𝑘次迭代的位移.  

 设计不同的位移(不同搜索方向和步长因子)会产生不同的迭代算

法. 为了保证收敛性, 一般要求搜索方向为所谓的下降方向. 



无约束优化问题的数值优化方法 
定义 1.10 若存在𝛼 > 0, 使得对任意的𝛼 ∈ (0, 𝛼 )和

𝒅𝑘 ≠ 𝟎, 有𝑓 𝒙𝑘 + 𝛼𝒅𝑘 < 𝑓 𝒙𝑘 , 则称𝒅𝑘为𝑓(𝒙)在

𝒙𝑘处的一个下降方向. 
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引理 1.1 设函数𝑓:𝒟 ⊂ 𝑹𝑛 → 𝑹在开集𝒟上一阶连

续可微. 则𝒅𝑘为𝑓(𝒙)在𝒙𝑘处的一个下降方向的充要

条件是. 

𝛻𝑓(𝒙𝑘)
𝑇𝒅𝑘 < 0 



无约束优化问题的数值优化方法 
定义 1.11 若某算法只有当初始点𝒙0充分接近极

小点𝒙∗时, 由算法产生的点列{𝒙𝑘}才收敛于𝒙∗, 则

称该算法具有局部收敛性. 若对于任意的初始点𝒙0 , 

由算法产生的点列{𝒙𝑘}都收敛于𝒙∗, 则称该算法具

有全局收敛性. 

 

 算法的局部收敛速度是衡量一个算法好坏的重要

指标, 通常有两种衡量收敛速度的尺度: Q-收敛和

R-收敛. 
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无约束优化问题的数值优化方法 
 Q-收敛 
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无约束优化问题的数值优化方法 
 R-收敛 
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无约束优化问题的数值优化方法 
迭代算法常用的终止条件： 

45 



线搜索方法 
 线搜索方法是求解无约束优化问题min

𝒙∈𝑹𝑛
𝑓(𝒙)的

一个最基本的方法. 此处介绍一维线搜索方法. 

46 



线搜索方法 
 线搜索方法是求解无约束优化问题min

𝒙∈𝑹𝑛
𝑓(𝒙)的

一个最基本的方法. 此处介绍一维线搜索方法. 

47 

 这实际上是将原优化问题转变为(𝑛个变量)目标函数𝑓(𝒙)

在一个规定方向上移动所形成的单变量优化问题, 也即所

谓的“线搜索”或“一维搜索”. 令 

𝜙 𝛼 = 𝑓(𝒙𝑘 + 𝛼𝒅𝑘) 

如此, 搜索步骤3等价于求步长因子𝛼𝑘使得𝜙 𝛼𝑘 < 𝜙 0 . 



线搜索方法 

48 

𝜙 𝛼 = 𝑓(𝒙𝑘 + 𝛼𝒅𝑘) 

求步长因子𝛼𝑘使得𝜙 𝛼𝑘 < 𝜙 0 . 

 精确线搜索: 求𝛼𝑘使目标函数𝑓沿方向𝒅𝑘达到极小, 即 

𝜙 𝛼𝑘 = min
𝛼>0
𝜙 𝛼  

若𝑓(𝑥)连续可微, 那么步长因子𝛼𝑘具有如下性质: 

𝛻𝑓(𝒙𝑘 + 𝛼𝑘𝒅𝑘)
𝑇𝒅𝑘 = 0 (也即𝒈𝑘+1

𝑇 𝒅𝑘 = 0) 

 非精确线搜索: 求𝛼𝑘使目标函数𝑓得到可接受的下降量, 即 

∆𝑓𝑘 = 𝑓 𝒙𝑘 − 𝑓 𝒙𝑘 + 𝛼𝑘𝒅𝑘 > 0 

是可接受的. 



精确线搜索方法 
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 精确线搜索基本思想: 首先确定包含问题最优解的搜索

区间, 然后采用某种插值或分割技术缩小这个区间, 进行搜

索求解. 

 搜索区间定义: 



精确线搜索方法 
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 精确线搜索: 首先确定包含问题最优解的搜索区间, 然后

采用某种插值或分割技术缩小这个区间, 进行搜索求解. 

① 如何确定搜索区间并保证具有近似单峰性质? 

 进退法基本思想: 从一点出发, 按一定步长, 试图确定函数

值呈现“高-低-高”的三点, 从而得到一个近似的单峰区间.  



精确线搜索方法 
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① 如何确定搜索区间并保证具有近似单峰性质? 

 进退法:  

𝛼实际上相当于是𝛼𝑘−1 



精确线搜索方法 
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 精确线搜索: 首先确定包含问题最优解的搜索区间, 然后

采用某种插值或分割技术缩小这个区间, 进行搜索求解. 

② 如何采用某种插值或分割技术缩小这个区间? 

 方法一般分为两类: 1) 使用导数的搜索, 如插值法、牛顿

法及抛物线法等; 2) 不使用导数的搜索, 如黄金分割法、分

数法等.  

 黄金分割法基本思想: 通过试探点函数值的比较, 使包含极值点的搜

索区间不断缩小. 该方法仅需要计算函数值. 

 抛物线法基本思想: 通过在搜索区间中不断地使用二次多项式去近

似目标函数, 并逐步用插值多项式的极小点去逼近线搜索问题的极小点. 

该方法也不需要计算导数值. 



精确线搜索方法—黄金分割法 
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Why? 
t为何取
该值? 

保持高低高
结构 



精确线搜索方法—黄金分割法 
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 第𝑖次迭代时, 搜索区间为[𝑎𝑖 , 𝑏𝑖]. 取两个试探点为𝑝𝑖 , 𝑞𝑖 ∈

[𝑎𝑖 , 𝑏𝑖]且𝑝𝑖 < 𝑞𝑖, 并满足以下两个条件: 

  [𝑎𝑖 , 𝑞𝑖]与[𝑝𝑖 , 𝑏𝑖]的长度相同, 即𝑏𝑖 − 𝑝𝑖 = 𝑞𝑖 − 𝑎𝑖 

 区间长度的缩短率相同, 即𝑏𝑖+1 − 𝑎𝑖+1 = 𝑡(𝑏𝑖 − 𝑎𝑖) 

黄金分割法每
次迭代搜索区
间搜索率是

0.618, 只是线
性收敛, 计算
效率不高, 但
是每次迭代只
需计算一次函

数值. 



精确线搜索方法—抛物线法 
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 抛物线法基本思想: 通过在搜索区间中不断地使用二次多

项式去近似目标函数, 并逐步用插值多项式的极小点去逼近

线搜索问题的极小点.  



精确线搜索方法—抛物线法 
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 抛物线法原理解释: 1)如何得到𝒔  ?  2)搜索的最优性保证? 

拟合三点间
的二次曲线 

求拟合曲线
的极小值 

凸二次连续可
微, 保证最优性 

问：为何不直接
解𝜙′ 𝑠 = 0? 



非精确线搜索方法 
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 精确线搜索缺点: 往往需要计算很多的函数值和梯度值, 

特别当迭代点远离最优点时, 不是十分有效合理. 

 非精确线搜索: 既能保证目标函数具有可接受的下降量, 

又能使最终形成的迭代序列收敛. 

 Wolfe准则 

 Armijo准则 



非精确线搜索方法—Wolfe准则 
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 Wolfe准则是指给定𝜌 ∈ 0,0.5 , 𝜎 ∈ (𝜌, 1), 求使得下

面两个不等式同时成立: 

𝑓 𝒙𝑘 + 𝛼𝑘𝒅𝑘 ≤ 𝑓 𝒙𝑘 + 𝜌𝛼𝑘𝒈𝑘
𝑇𝒅𝑘 

𝛻𝑓 𝒙𝑘 + 𝛼𝑘𝒅𝑘
𝑇𝒅𝑘 ≥ 𝜎𝒈𝑘

𝑇𝒅𝑘 

其中: 𝒈𝑘 = 𝒈 𝒙𝑘 = 𝛻𝑓(𝒙𝑘) 

有时用更强的条件代替: (强Wolfe准则) 

𝛻𝑓 𝒙𝑘 + 𝛼𝑘𝒅𝑘
𝑇𝒅𝑘 ≤ −𝜎𝒈𝑘

𝑇𝒅𝑘 

𝜎 > 0充分小时, 可使其变为近似精确线搜索. 

由该Wolfe准则得到的新的迭代点𝒙𝑘+1 = 𝒙𝑘 + 𝛼𝑘𝒅𝑘在𝒙𝑘的

某一领域内并且使目标函数值有一定的下降量. 

由于𝒈𝑘
𝑇𝒅𝑘 < 0, 有定理可以证明Wolfe准则的有限终止性. 



非精确线搜索方法—Armijo准则 
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 Armijo准则是指给定𝛽 ∈ 0, 1 , 𝜎 ∈ (0, 0.5). 令步长因子

𝛼𝑘 = 𝛽
𝑚𝑘 , 其中𝑚𝑘为满足下列不等式的最小非负整数:  

𝑓 𝒙𝑘 + 𝛽
𝑚𝒅𝑘 ≤ 𝑓 𝒙𝑘 + 𝜎𝛽

𝑚𝒈𝑘
𝑇𝒅𝑘 

可以证明, 若𝑓(𝒙)是连续可微的且满足𝒈𝑘
𝑇𝒅𝑘 < 0, 则Armijo

准则是有限终止的, 即存在正数𝜎, 使得对于充分大的正整

数𝑚, 上式成立.  



非精确线搜索方法—Armijo准则 
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 Armijo搜索的Matlab程序: 

fun: 目标函数 

gfun: 目标函数
的梯度函数 



线搜索法总结 
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 线搜索法: 指用线搜索策略求步长因子的无约束优化问题

下降类算法的简称, 一般算法框架如下. 



梯度法 
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 梯度法(最速下降法)是求解无约束优化问题最简单

最古老的方法之一. 前述下降类算法的一般框架中

提到用不同的方式确定搜索方向或搜索步长, 就会

得到不同算法. 梯度法是用负梯度方向 

𝒅𝑘 = −𝛻𝑓(𝒙𝑘) 

作为搜索方向的. 

 两个问题:  

 为什么选择负梯度方向? 

 为什么称为最速下降法? 



梯度法 
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1）为什么选择负梯度方向?   2）为什么称为最速下降法? 

搜索步长 

要使变化率最小, 也即变化
率绝对值最大, 只有
𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑘 = −1, 即𝜃 𝑘 = 𝜋 

也即搜索方向为负梯度
方向, 是目标函数在当前

点的最速下降方向 

小于0 



梯度法 
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 梯度法计算步骤: 

可用精确/非精确线性
搜索方法, 在理论上均
能保证全局收敛性.  
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 一些定理(了解) 

𝜅接近1(𝑨的最大和最小
特征值接近时), 梯度法
收敛很快.𝜅较大时(A近
似于病态), 收敛很慢 
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 牛顿法基本思想: 用迭代点𝒙𝑘处的一阶导数(梯度)和二阶

导数(Hesse矩阵)对目标函数进行二次函数近似, 然后把二次

函数的极小点作为新的迭代点, 不断重复这一过程, 直至求

得满足精度的近似极小点.  

实际运算中为避免求逆, 可先解𝑮𝑘𝒅 = −𝒈𝑘
得𝒅𝑘 = 𝒙𝑘+1 − 𝒙𝑘, 然后令𝒙𝑘+1 = 𝒙𝑘 + 𝒅𝑘  
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 基本牛顿法优点: 收敛速度快, 具有局部二阶收敛性 
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 基本牛顿法缺点: 初始点需要足够靠近极小点, 否则算法

有可能不收敛. 但通常精确极小点位置未知, 故而带来困难. 

可引入线搜索方法以得到大范围收敛的算法阻尼牛顿法 



牛顿法 

69 

 基于Armijo搜索的阻尼牛顿法: 

牛顿法求
搜索方向 

Armijo法则
搜索步长 
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 基于Armijo搜索的阻尼牛顿法(理论支撑, 了解) 
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 牛顿法的优点: 不低于二阶的收敛速度 

 牛顿法的缺点: 要求目标函数的Hesse矩阵𝑮(𝒙)在每个迭

代点𝒙𝑘处是正定的, 否则难以保证牛顿方向𝒅𝑘 = −𝑮𝑘
−1𝒈𝑘

是𝑓在𝒙𝑘处的下降方向. 

 

 修正方法之一: 和梯度法结合起来, 构造“牛顿-梯度混合

算法”: 当Hesse阵正定, 用牛顿方向作为搜索方向; 否则, 若

Hesse阵奇异, 或非奇异但牛顿方向不是下降方向, 采用负梯

度方向作为搜索方向. 
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 牛顿法的优点: 不低于二阶的收敛速度 

 牛顿法的缺点: 要求目标函数的Hesse矩阵𝑮(𝒙)在每个迭

代点𝒙𝑘处是正定的, 否则难以保证牛顿方向𝒅𝑘 = −𝑮𝑘
−1𝒈𝑘

是𝑓在𝒙𝑘处的下降方向. 

 

 修正方法之二 : 引入阻尼因子𝜇𝑘 ≥ 0, 即在每一迭代步适

当选取参数𝜇𝑘使得矩阵𝑨𝑘 = 𝑮 𝒙𝑘 + 𝜇𝑘𝑰正定. 
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Armijo法则
搜索步长 

牛顿法求
搜索方向 


