


素性测试的讨论 
 在前面的章节中, 已经得到了几种素性测试的方法, 如试除法、

威尔逊定理等:  

 在实际应用中, 考虑到计算量的问题, 试除法仅仅适用于12到14
位数字的数.  

 威尔逊定理表明, 一个整数𝑛是素数的充要条件是(𝑛 − 1)! ≡
− 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛), 因此理论上讲, 只要计算出(𝑛 − 1)!, 就容易判断𝑛
是否是素数了. 但当𝑛较大时无有效方法计算阶乘, 故威尔逊定
理也不适用于对较大的数作素性测试.  

 

 此外, 根据费马小定理, 若𝑝是素数, 则对任意整数𝑎都有
𝑎𝑝 ≡ 𝑎 (𝑚𝑜𝑑 𝑝). 因此, 若存在某个整数𝑎使得𝑎𝑛 ≢ 𝑎 (𝑚𝑜𝑑 𝑛), 
则𝑛肯定不是素数. 这里, 计算𝒂𝒏关于模𝒏的余数, 可利用模算
术的技巧在多项式时间内完成(以后将介绍).  
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素性测试的讨论 

 关于费马小定理, 下面问题值得考虑: 如果𝑎𝑛 
≡  𝑎 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)

对所有整数𝑎都成立, 那么𝑛是否是素数？如果这样的𝑛不
是素数, 那么这样的数多吗？它们有何特征？ 

 

 如果想找到满足𝑎𝑛 ≢ 𝑎 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)的𝑎, 从而判定𝑛是合数, 那么可
以从最简单的情形𝑎 = 2开始测试.  

如果某个𝑎使得𝑎𝑛 ≡ 𝑎 (𝑚𝑜𝑑 𝑛), 那么称𝑛通过基𝒂测试; 否则称𝑛
未通过基𝒂测试, 此时𝑛必为合数.  

计算发现, 当1 < 𝑛 < 341时, 所有通过基2测试的都是素数.  

不过当𝑛 = 341时,  

       2341 ≡ (210)34 × 2 ≡ 102434 × 2 ≡ 134 × 2 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 341) 

       即341也通过了基2测试, 但是341 = 11 × 31是合数.  

       因此, 通过基2测试的数并非都是素数.  
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基2的伪素数 

 定义2.8.1     如果一个合数𝒏满足2𝑛 ≡  2 (𝑚𝑜𝑑 𝑛), 则称𝑛

是一个基2的伪素数.  

 

 由上述定义, 341是一个基2的伪素数. 事实上, 基2的伪素

数有无穷多个, 即是下面的定理:  

 

 定理2.8.1     存在无穷多个基2的伪素数.  

 

 证明:  只需证明, 如果𝒏是一个基𝟐的伪素数, 则𝒎 = 𝟐𝒏 − 𝟏也是

一个基𝟐的伪素数. 因为341是一个基2的伪素数, 所以该断言表

明基2的伪素数有无穷多个. 下面将证明这个断言.  
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基2的伪素数 
 证明: 由𝑛是基2的伪素数知, 𝑛是合数, 且2𝑛 

≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 𝑛).  

不妨设为𝑛 = 𝑠𝑡 (𝑠, 𝑡 > 1), 则由 

 𝒎 = 𝟐𝒏 − 𝟏 = (𝟐𝒔 − 𝟏)(𝟐𝒔(𝒕−𝟏) + ⋯ + 𝟐𝒔 + 𝟏) 

知𝑚也是合数.  

因为2𝑛 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 𝑛), 𝑚 − 1 = 2𝑛 − 2, 所以𝑛|𝑚 − 1.  

令𝑚 − 1 = 𝑘𝑛, 则有 

 2𝑚−1 − 1 = 2𝑘𝑛 − 1 = 2𝑛 − 1 2𝑛 𝑘−1 + ⋯ + 2𝑛 + 1  

 = 𝑚(2𝑛(𝑘−1) + ⋯ + 2𝑛 + 1) 

故𝑚|2𝑚−1 − 1, 即𝑚|2𝑚 − 2, 故𝑚也是一个基2的伪素数.  

 

 上述证明表明, 存在无穷多个基𝟐的奇伪素数.  

 1950年, 莱梅发现了第一个基2的偶伪素数. 事实上, 基𝟐的
偶伪素数也有无穷多个.  
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基𝑎的伪素数 

 作为基2的伪素数的推广, 我们下面将考虑更一般的情形, 即

基a的伪素数.  

 

 定义2.8.2    设整数𝑎 > 1, 如果一个合数𝑛满足𝑎𝑛 ≡

𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑛), 则称𝑛是一个基𝒂的伪素数.  

 

 显然, 如果(𝑎, 𝑛) = 1, 那么上述定义中的条件等价于 

𝑎𝑛−1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛).  

 

 定理2.8.2  对任意整数𝑎 > 1, 均存在无穷多个基𝑎的伪素数. 

 证明略 (留作思考题) , 感兴趣的同学可以参见教材. 6 
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费马素性测试 

 上述定理说明, 整个整数集中存在无穷多个以𝑎为基的伪素数. 

但是, 在任意给定的范围内, 伪素数的数目比素数要少得多.  

例如, 小于109的素数有50847534个, 但小于109的基2的伪素

数只有5597个.  

 

 因此, 对随机选取的小于109的正整数𝑛, 如果2𝑛 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑 𝑛), 

那么𝑛是素数的可能性将非常大. 事实上, 𝑛为素数的概率 

50847534 /(50847534 + 5597) > 99.9%. 如果使用这种方法

来判断𝑛是否是素数, 那么出错的概率将很小.  

另外, 还可以选择多个基对𝑛测试, 进一步降低出错的概率. 这

种基于费马小定理的素性测试方法通常称为费马素性测试, 

它显然是一种概率算法.  
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卡米歇尔数的定义 

 人们自然希望对每个合数𝑛, 都能通过不断更换基𝑎, 从而

使得𝑛不能通过某个基𝑎测试. 然而, 事实表明, 存在合数𝑛, 

它能通过任意基𝑎测试, 卡米歇尔最早研究了这样的数.  

 

 定义2.8.3     设𝑛是一个合数, 如果对每个正整数𝑎, 都有

𝑎𝑛 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑛), 则称𝑛是一个卡米歇尔数或绝对伪素数.  

 

 1910年, 卡米歇尔给出了15个卡米歇尔数, 并猜想这样的数有无穷多个. 

这个猜想在1994年得到证明. 最初的10个卡米歇尔数分别是: 

561, 1105, 1729, 2465, 2821, 6601, 8911, 10585, 15841, 29341.  
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卡米歇尔数的定义 

 例2.8.1   证明561是卡米歇尔数.  

 

 证明: 因为561 = 3 × 11 × 17,  

所以对每个正整数𝑎验证𝑎561 ≡ 𝑎 (𝑚𝑜𝑑 561), 只需分别验证:  

 𝑎561 ≡ 𝑎 (𝑚𝑜𝑑 3), 𝑎561 ≡ 𝑎 (𝑚𝑜𝑑 11), 𝑎561 ≡ 𝑎 (𝑚𝑜𝑑 17) 

1) 若3|𝑎, 则显然𝑎561 ≡ 𝑎 (𝑚𝑜𝑑 3), 而若3 ∤ 𝑎, 则由费马小定理知 

𝑎2 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 3), 故𝑎561 ≡ (𝑎2)280𝑎 ≡ 𝑎 (𝑚𝑜𝑑 3).  

2) 若11|𝑎, 则显然𝑎561 ≡ 𝑎 (𝑚𝑜𝑑 11), 而若11 ∤ 𝑎, 则𝑎10 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 11),  

于是𝑎561 ≡ (𝑎10)56𝑎 ≡ 𝑎 (𝑚𝑜𝑑 11).  

3) 若17|𝑎, 则显然𝑎561 ≡ 𝑎 (𝑚𝑜𝑑 17), 而若17 ∤ 𝑎, 则𝑎16 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 17),  

于是𝑎561 ≡ (𝑎16)35𝑎 ≡ 𝑎 (𝑚𝑜𝑑 17).  

由于上述三式同时成立, 故𝑎561 ≡ 𝑎 (𝑚𝑜𝑑 561). 得证! 
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卡米歇尔数的性质 

 命题2.8.1     设𝑛是卡米歇尔数, 则: (1) 𝑛是奇数; (2) 𝑛是
不同素数之积.  

 

 证明: (1) 因为𝑛是卡米歇尔数,  

所以当𝑎 = 𝑛 − 1时, 有(𝑛 − 1)𝑛 ≡ 𝑛 − 1 ≡ −1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛),  

而(𝑛 − 1)𝑛 ≡ (−1)𝑛 
(𝑚𝑜𝑑 𝑛),     ---(展开(𝑛 − 1)𝑛即可) 

故(−1)𝑛 ≡ −1
 
(𝑚𝑜𝑑 𝑛).  于是𝑛 = 2或𝑛为奇数.  

因为卡米歇尔数是合数, 所以𝑛为奇数.  

(2) 假设存在素数𝑝使得𝑝2|𝑛.  

因为𝑛是卡米歇尔数, 所以当𝑎 = 𝑝时, 𝑝𝑛 ≡ 𝑝
 
(𝑚𝑜𝑑 𝑛), 即𝑛|𝑝𝑛 − 𝑝.  

因此𝑝2|𝑝𝑛 − 𝑝, 从而𝑝2|𝑝        --(这里用到𝑝2|𝑝𝑛),  

产生矛盾. 故𝑛是不同素数之积.  
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卡米歇尔数的Korselt判定方法 

 定理2.8.3    设𝑛是合数, 则𝑛是卡米歇尔数当且仅当整除
𝑛的每个素数𝑝满足: (1) 𝑝2 ∤ 𝑛; (2) 𝑝 − 1|𝑛 − 1.  
 

 证明: 先证充分性.  

由条件1, 可设𝑛 = 𝑝1𝑝2 … 𝑝𝑘, 其中𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑘是不同的素数.  

由条件2, 得𝑝𝑖 − 1|𝑛 − 1, 设𝑛 − 1 =  (𝑝𝑖 − 1)𝑠𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑘.  

对任意正整数𝑎, 如果𝑝𝑖|𝑎, 则显然𝑎𝑛 ≡ 𝑎 (𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑖);  

如果𝑝𝑖 ∤ 𝑎, 则由费马小定理知𝑎𝑝𝑖−1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑖),  

从而𝑎𝑛 = 𝑎 𝑝𝑖−1 𝑠𝑖+1 = (𝑎 𝑝𝑖−1 )𝑠𝑖 ∙ 𝑎 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑖), 𝑖 = 1,2, … , 𝑘.  

因为[𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑘] = 𝑝1𝑝2 … 𝑝𝑘 = 𝑛, 所以𝑎𝑛 ≡ 𝑎 (𝑚𝑜𝑑 𝑛).  

故𝑛是卡米歇尔数.  

再证必要性.  

由命题2.8.1的证明即得𝑝2 ∤ 𝑛,  

而𝑝 − 1|𝑛 − 1的证明需要用到群论或原根知识, 在此略过.  
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卡米歇尔数的定义 

 例2.8.1   证明561是卡米歇尔数.  

 

 证明: 因为561 = 3 × 11 × 17,  

1) 32 ∤ 561, 且 3 − 1 |(561 − 1).  

2) 112 ∤ 561, 且 11 − 1 |(561 − 1).  

3) 172 ∤ 561, 且 17 − 1 |(561 − 1).  

由于上述三式同时成立,故561是卡米歇尔数. 得证! 
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卡米歇尔数的性质 

 推论2.8.1    设𝑛是卡米歇尔数, 则𝑛至少有3个不同的
素因数.  
 

 证明: 因为𝑛是合数, 且由命题2.8.1知, 𝑛没有平方因数,  

所以可用反证法.  

假设𝑛 = 𝑝1𝑝2, 其中𝑝1, 𝑝2是不同的素数.  

由定理2.8.3, 𝑝1 − 1|𝑛 − 1.  

因为𝑛 − 1 = (𝑝1 − 1)𝑝2 + 𝑝2 
− 1, 所以𝑝1 − 1| 𝑝2 − 1.  

同理可得𝑝2 − 1| 𝑝1 − 1, 因此𝑝1 = 𝑝2与假设矛盾.  

故𝑛至少有3个不同的素因数.  

 

 我们已经知道, 最小的卡米歇尔数561是3个不同的素数之积. 上面
推论说明, 不存在比561有更少素因数的卡米歇尔数.  
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米勒-拉宾素性测试 

 卡米歇尔数存在, 大大降低了费马素性测试的准确性. 下面介绍更好

的素性测试方法, 它基于素数如下性质:  

 

 定理2.8.4     设𝑝是奇素数, 令𝑝 − 1 = 2𝛼𝑡, 其中𝑡是奇数. 

如果整数𝑎满足𝑝 ∤ 𝑎, 那么下述两个条件之一成立:  

  (1) 𝑎𝑡 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝) 

  (2) 存在0 ≤ 𝑖 ≤ 𝛼 − 1, 使得𝑎2𝑖𝑡 ≡ −1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝) 

 

 如果存在𝑎, 使得正奇数𝑛没有上面定理中素数𝑝所具有的性质, 那么𝑛

必是合数. 如果 对𝑎的许多不同取值, 𝑛都具有上面性质, 那么𝑛很可能

是素数. 这种方法就是米勒-拉宾素性测试.  
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米勒-拉宾素性测试 
 证明: 因为𝑝 ∤ 𝑎, 所以𝑎𝑝−1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑝), 即𝑎2𝛼𝑡 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑝),  

也即(𝑎2𝛼−1𝑡)2≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑝),  

由于同余方程𝑥2 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑝)恰好有两个解𝑥 ≡ ±1(𝑚𝑜𝑑 𝑝),  

因此有 𝑎2𝛼−1𝑡 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑝)或𝑎2𝛼−1𝑡 ≡ −1(𝑚𝑜𝑑 𝑝) 

显然这两个同余式不可能同时成立,  

否则有−1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑝), 与𝑝为奇素数矛盾!  

如果第二个同余式成立, 那么条件2成立;  

否则, 有𝑎2𝛼−1𝑡 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑝), 也即(𝑎2𝛼−2𝑡)2≡ 1 𝑚𝑜𝑑 𝑝 ,  

重复上述对(𝑎2𝛼−1𝑡)2≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑝)类似的讨论,  

直到发现某个0 ≤ 𝑖 ≤ 𝛼 − 1, 使得𝑎2𝑖𝑡 ≡ −1(𝑚𝑜𝑑 𝑝).  

如果对 所有0 ≤ 𝑖 ≤ 𝛼 − 1都不满足𝑎2𝑖𝑡 ≡ −1(𝑚𝑜𝑑 𝑝),  

那么进行到𝑖 = 0时, 必有𝑎𝑡 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑝).    定理得证! 
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米勒-拉宾素性测试 
 定理2.8.5 (米勒-拉宾素性测试)   设𝑛是大于1的正奇

数, 令𝑛 − 1 = 2𝛼𝑡, 其中𝑡是奇数. 如果对满足𝑛 ∤ 𝑎 的
某个整数𝑎, 下述两个条件都成立, 那么𝑛必是合数:  

  (1) 𝑎𝑡 ≢ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛) 

  (2) 对所有0 ≤ 𝑖 ≤ 𝛼 − 1, 都有𝑎2𝑖𝑡 ≢ −1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛) 
 

 上述米勒-拉宾素性测试的结论, 可直接由定理2.8.4推出.  

 利用米勒-拉宾素性测试, 我们可以验证最小卡米歇尔数561
是合数, 这是因为561 − 1 = 24 × 35, 𝛼 = 4, 𝑡 = 35, 且对
𝑎 = 2 , (显然561 ∤ 2)有:  

235 ≡ 263 ≢ 1 (𝑚𝑜𝑑 561); 235 ≢ −1 (𝑚𝑜𝑑 561);  

270 ≡ 166 ≢ −1 (𝑚𝑜𝑑 561); 2140 ≡ 67 ≢ −1 (𝑚𝑜𝑑 561);  

2280 ≡ 1 ≢ −1 (𝑚𝑜𝑑 561).  
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米勒-拉宾素性测试 
 对正奇数𝑛 = 2𝛼𝑡 + 1, 如果有满足𝑛 ∤ 𝑎的某个正整数𝑎, 使得𝑎𝑡 ≡

1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)或者存在0 ≤ 𝑖 ≤ 𝛼 − 1满足𝑎2𝑖𝑡 ≡ −1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛), 那么称𝑛通过

基𝒂米勒-拉宾素性测试, 否则称𝑛未通过基𝒂米勒-拉宾素性测试.  

 

 如果𝑛通过基𝑎米勒-拉宾素性测试, 那么或者𝑎𝑡 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)或者存在

0 ≤ 𝑖 ≤ 𝛼 − 1满足𝑎2𝑖𝑡 ≡ −1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛).  

无论哪种情况, 因为对任意0 ≤ 𝛽 ≤ 𝛼 − 1, 都有𝑎𝑛−1 = (𝑎2𝛽𝑡)2𝛼−𝛽
,  

所以𝑎𝑛−1 ≡  1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛), 即𝑎𝑛 ≡ 𝑎 (𝑚𝑜𝑑 𝑛),  

故𝑛通过基𝑎测试, 即𝑛可能为伪素数.  

因此, 也称通过基𝑎米勒-拉宾素性测试的合数为基𝒂的强伪素数.  

 

 例如: 合数𝑛 = 2047 = 23 × 89是基2的伪素数, 也是基2的强伪素数 
17 

共22 



米勒-拉宾素性测试 

 下面的定理表明, 不存在类似卡米歇尔数的强伪素数, 即不存
在奇合数𝑛能够通过所有的基𝑎米勒-拉宾测试, 其中𝑎为任意
大于1的正整数.  

 

 定理2.8.6     如果𝑛是奇合数, 那么𝑛至多通过(𝑛 − 1)/4
个基𝑎取值在{1,2, … , 𝑛 − 1}中的米勒-拉宾测试.  
 

 证明: 过程比较复杂, 有兴趣的同学参见[K. H. Rosen. Elementary Number 

Theory and Its Applications (5th Edition). Reading, MA: Addison-Wesley, 2005] 

 

 由上述定理知, 如果一个奇数𝑛通过多于(𝑛 − 1)/4个基𝑎取值
在{1,2, … , 𝑛 − 1}中的米勒-拉宾测试, 那么𝑛必是素数. 这种确
定性素性测试方法在实际应用中计算量太大. 但是, 通过选取
少量的基, 米勒-拉宾测试能给出一种快速判断一个数可能是
素数的概率算法.  18 
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米勒-拉宾素性测试 
 由定理2.8.6知, 𝑛通过基𝑎米勒-拉宾测试的概率小于1/4. 

如果在{1,2, … , 𝑛 − 1}中随机选取𝑘个不同的基分别进行
米勒-拉宾测试,那么𝑛通过所有𝑘个基的米勒-拉宾测试的
概率将小于1/4𝑘. 例如, 对奇合数𝑛, 如果随机选取
𝑘 = 100个1到𝑛间的整数作为基对𝑛进行米勒-拉宾测试, 
那么𝑛能通过这100个测试的概率将小于10−60. 

 

 1976年, 基于解析数论中著名的(尚未证明的)广义黎曼假
设, 米勒证明了下面事实: 如果广义黎曼假设成立, 那么
对每个合数𝑛, 都存在基𝑎, 1 < 𝑎 < 2(log2 𝑛)2, 使得𝑛不
能通过基𝑎米勒-拉宾测试.  

19 
共22 



总结 

20 

 定义2.8.2    设整数𝑎 > 1, 如果一个合数𝑛满足𝑎𝑛 ≡

𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑛), 则称𝑛是一个基𝒂的伪素数.  

 定理2.8.2  对任意整数𝑎 > 1, 均存在无穷多个基𝑎的伪素数. 

 定义2.8.3     设𝑛是一个合数, 如果对每个正整数𝑎, 都有

𝑎𝑛 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑛), 则称𝑛是一个卡米歇尔数或绝对伪素数.  

 定理2.8.3    设𝑛是合数, 则𝑛是卡米歇尔数当且仅当整除

𝑛的每个素数𝑝满足: (1) 𝑝2 ∤ 𝑛; (2) 𝑝 − 1|𝑛 − 1.  

 

 推论2.8.1    设𝑛是卡米歇尔数, 则𝑛至少有3个不同的素因数.  
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总结 

21 

 定理2.8.5 (米勒-拉宾素性测试)   设𝑛是大于1的正奇数, 

令𝑛 − 1 = 2𝛼𝑡, 其中𝑡是奇数. 如果对满足𝑛 ∤ 𝑎 的某个整

数𝑎, 下述两个条件之一都成立, 那么𝑛必是合数:  

  (1) 𝑎𝑡 ≢ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛) 

  (2) 对所有0 ≤ 𝑖 ≤ 𝛼 − 1, 都有𝑎2𝑖𝑡 ≢ −1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛) 

 通过基𝑎米勒-拉宾素性测试的合数为基𝐚的强伪素数.   

 定理2.8.6     如果𝑛是奇合数, 那么𝑛至多通过(𝑛 − 1)/4

个基𝑎取值在{1,2, … , 𝑛 − 1}中的米勒-拉宾测试.  
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